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Resumo

O Calculo de Ordem Nao Inteira, ou Calculo Facionario[ O termo “Calculo Fracionario” é
impreciso, pois pressupde que a ordem da derivacéo e integracéo inclui numeros
fracionarios, excluindo numeros reais ou complexos. Todavia, adotamos esse termo
popular para indicar o termo “Calculo de ordem arbitraria”. ] surgiu a mais de 300 anos,
em paralelo ao Calculo Diferencial e Integral. Apesar de tdo antigo, somente nos ultimos
20 anos suas técnicas e ferramentas vém ganhando popularidade na resolugdo pratica
de problemas complexos em diversas areas, especialmente na Biologia. Recentemente,
alguns autores demonstraram que a difusdo anémala é encontrada no espaco
extracelular do sistema nervoso, a qual se torna um mecanismo importante em eventos
patolégicos, notadamente durante surtos epilépticos. Assim, propomos a construgao e
investigacao de um modelo de rede de neurdnios, com a incorporagdo de mecanismos
subcelulares e de difusdo andmala utilizando o formalismo do Calculo Fracionario.
Também propomos a investigacao da difusdo anémala em um outro contexto, o da
dispersao de espécies bioldgicas. Tradicionalmente, os modelos de difusdo em Ecologia
desprezam os efeitos da complexidade geométrica e fisica do habitat e de processos de
memoria na evolugao temporal de suas populagdes. Propomos o desenvolvimento de
modelos que agreguem tais mecanismos para estudar o fendmeno da disperséo de uma
espécie.

Atividades dos bolsistas

O bolsista ira trabalhar na criagédo, implementagcao numérica e posterior analise de um
modelo de populagdes. Essas atividades proporcionaréo ao bolsista o desenvolvimento
de diversas habilidades e competéncias. Dentre as quais destacamos: a capacidade de
analisar matematicamente um sistema bioldgico, um trabalho inerentemente
interdisciplinar; A construgao de algoritmos e programas para resolu¢gao numérica de
equacodes e apresentacao de resultados; Analise de padrées de crescimento
populacional; O entendimento de processos biolégicos basicos em Ecologia;
Elaboracéo de textos e preparagcao de apresentagdes comunicando e discutindo os
resultados.



Atividades semanais e carga horaria

Semanalmente, o bolsista devera realizar: Etapa 1 (previsao de 4 semanas)- Revisao
da literatura sobre modelos basicos em Dinédmica de Populagdes; Etapa 2(previsao de 8
semanas)- Aprendizagem das etapas envolvidas na modelagem de sistemas bioldgicos;
Etapa 3 (previsao de 12 semanas)- Aprendizagem das técnicas de construcao de
rotinas para resolugao numérica de equacgodes diferenciais; Etapa 4 (previséo de 12
semanas) — Realizagao de simulagdes computacionais variando-se os parametros do
modelo; Etapa 4 (previsao de 8 semanas) - 4) Analise dos padrbes de
crescimento/decrescimento populacional; Etapa 5 (previsao de 8 semanas) — Redacgao
para apresentacéo dos resultados e conclusdes. As etapas serdo realizadas
progressivamente, com excec¢éo das etapas 1 e 2, as quais serao realizadas
simultaneamente. O plano de atividades sera executado e acompanhado por meio de
reunides semanais com a orientadora com duragao prevista de até 2 horas.

Introducdo

1.1. Calculo Fracionario: introducao, formulagdes e aplicagdes O calculo de ordem né&o
inteira, ou ordem arbitraria, ou Calculo Fracionario surgiu paralelamente ao Calculo
Diferencial e Integral. Esse ramo da Matematica generaliza o Calculo classico,
considerando a ordem das derivadas e integrais nimeros reais ou complexos, o que
leva ao termo “ordem arbitraria” [1, 2, 3]. Nesses mais de 300 anos o Calculo classico
teve grande desenvolvimento, tornando-se a principal ferramenta matematica para
descricao de fenbmenos nas mais diversas areas. Todavia, o Calculo de ordem
arbitraria permaneceu restrito a desenvolvimentos tedricos na comunidade matematica,
tendo as aplicagdes na Fisica e Engenharias surgido apenas nos ultimos 50 anos [4]. A
area tem despertado grande interesse nos ultimos 20 anos, com aplicagées em numero
crescente, nas mais diversas areas. As aplicagdes estao relacionadas a fenbmenos
para os quais métodos envolvendo derivadas, integrais e equacodes diferenciais
fracionarias oferecem uma descrigdo mais precisa, ou mesmo tornam possivel uma
investigacao mais aprofundada [2, 5]. No Calculo diferencial e integral de ordem inteira,
a derivada € um operador local, ou instantaneo, ou ainda sem memoaria. No Calculo
fracionario a derivagao constitui uma operagao nao local ou tempo dependente, ou seja
uma operacao que depende dos valores da fungdo em instantes de tempo ou posi¢cdes
anteriores. Deste modo, tais operadores séo adequados para descrever fendmenos que
exibem memoria ou correlagao de longo alcance [6, 5]. O Calculo fracionario oferece
multiplas definicbes para os conceitos de derivada e integral, pois nao ha uma
interpretacao unica, geométrica, ou fisica, para o conceito de derivada. Podemos citar,
como formulagbes para a derivacao fracionaria, a derivada de Riemann-Liouville e a
derivada de Caputo, as mais populares. Essas formulagdes (e outras) sdo baseadas em
transformadas integrais e normalmente requerem, em aplica¢gdes, o desenvolvimento de
uma aproximagao numérica para sua resolucao [1, 4]. Todavia, a definigado desenvolvida
por A. Grunwald e A. Letnikov (eq.(3)), também popular, € dada em termos de uma
série infinita, uma generalizagéo direta do conceito de derivada de ordem inteira [3]. A
formulagao de Grunwald-Letnikov (FGL), satisfaz a uma série de pré-requisitos para a
definicao padréo de derivadas e integrais fracionarias por uma série de motivos. Por
exemplo, as demais formulagdes requerem uma resolugédo numérica baseada na
aproximagao por series infinitas as quais definem a FGL [7, 8]. 1.2. Derivadas
fracionarias nos processos difusivos do espaco extracelular e implicagdes para os
mecanismos subcelulares das epilepsias Sincronizagéo e hiperexcitabilidade neuronal
sao elementos criticos para deflagrar e sustentar crises epilépticas [9]. Esses
mecanismos podem ser induzidos pela alteracdo dos mecanismos de controle de
concentragdes ibnicas e mesmo pelo bloqueio das transmissdes sinapticas [10, 11, 12].



Estudos tedricos sobre atividades epileptiformes n&o-sinapticas utilizam modelos
baseados na condutancia de canais idnicos, 0s quais constituem uma classe que
descreve o funcionamento de neurdnios sob um ponto de vista biologicamente realista,
ou seja, que pretende reproduzir, com boa aproximagao, o comportamento real dessas
entidades [13, 14]. O mecanismo de acoplamento nao-sinaptico por eletrodifusao
(difusdo de espécies iOnicas) governa as variagdes das concentragdes idnicas
extracelulares [15]. Esse mecanismo pode ser modulado alterando-se, por exemplo, a
fracdo de volume celular e a tortuosidade, caracteristicas estruturais do espaco
extracelular. A tortuosidade representa um impedimento a difusdo pela presenca de
obstrucdes celulares, aprisionamento de ions em micro-espacgos, interagdes com outras
espécies quimicas e viscosidade ndo-homogénea [16, 15]. Em geral, modelos que
incorporam processos de eletrodifusdo no meio extracelular desprezam a complexidade
de tal estrutura, considerando que os ions se difundem como em uma solugéo simples,
cuja descricao é dada pela Segunda Lei de Fick, corrigida dividindo-se o coeficiente de
difusdo pelo quadrado da tortuosidade [17, 15]. A introdug¢ao do parametro tortuosidade
na equacgao de difusado pretende considerar o papel da complexidade geométrica do
meio. Todavia, acreditamos que uma descrigdo mais precisa e apropriada deve levar
em conta uma difusdo anémala dos ions nesse meio [18, 19, 20]. Por exemplo, no caso
de um modelo de rede de neurbnios para estudar atividades epileptiformes essa
formulagao mais precisa permitiria descrever melhor as alteragbées dos padrdes de
disparos neuronais e das concentragdes idnicas do meio especialmente durante
regimes de intensos disparos neuronais nos quais a complexidade do meio extracelular
€ ainda maior [21, 17]. Nos processos de difusdo em meio livre, o deslocamento
quadratico médio da espécie em difusdo é uma fungédo linear do tempo. Em ambientes
complexos, as relagdes entre tempo e deslocamento quadratico médio sao nao-
lineares, sendo descritas por uma fungao poténcia do tempo. Sob tais condigdes, a
difuséo é considerada an6mala e é caracterizada por um expoente anémalo, um
numero real, o qual mede as correlagdes impostas pelo ambiente sobre as espécies
quimicas em difusao [22, 23, 24]. Difusdo anémala pode ser estudada com a aplicagao
de uma abordagem deterministica baseada em operadores diferenciais de ordem né&o
inteira. Nessa abordagem, as leis de Fick, bem como a conservagao da massa, sao
generalizadas por meio da introdugao de derivadas fracionarias do tempo, do espaco ou
outras formulagdes [25, 26]. A escolha de uma dada formulagao deve levar em conta o
sistema fisico no qual o processo difusivo ocorre. Ha evidéncias de que no espacgo
extracelular de mamiferos o transporte de espécies quimicas seja subdifusivo, todavia,
nao ha consenso sobre a formulagdo que melhor descreva tais processos, se
fracionaria no tempo ou no espago [23, 22, 25] A acdo do espaco extracelular sobre as
atividades neuronais ainda nao é plenamente compreendida. Tal entendimento se torna
ainda mais importante se pensarmos que durante eventos patoldgicos (por exemplo,
durante surtos epilépticos) os efeitos da redugcédo do espago extracelular se tornam
proeminentes. Nessas situacgdes, a difusdo anémala deve ser preponderante; contudo,
ainda n&o ha uma descricdo matematica satisfatoria que considere um regime anémalo
subdifusivo. Esse novo tratamento matematico pode levar a futuros desenvolvimento de
terapias mais efetivas para o tratamento das crises epilépticas e da depresséao
alastrante, fendbmeno importante nas enxaquecas [27]. 1.3. Derivadas fracionarias na
dindmica de populagdes de espécies isoladas ou em interagao. A Ecologia procura
resolver problemas relacionados a distribuicdo e abundancia de espécies e como as
relagdes entre espécies e meio ambiente alteram tais distribuicdes e abundancias.
Distribuicao refere-se a como e onde uma espécie se localiza no territério e abundancia
se refere ao tamanho das populagdes. A Ecologia é uma ciéncia quantitativa para qual
os modelos matematicos sdo cada vez mais importantes, pois a complexidade das
relagdes interespécies e entre espécies € o meio ambiente exige ferramentas da
Matematica e Estatistica para analisar e explicar observacdes. Modelos matematicos
permitem detectar padrdes na natureza, determinar as quantidades relevantes para
medigdo em campo, fazer predicdes e mesmo realizar simulagdes e experimentos
virtuais inviaveis no ambiente natural [28, 29]. Com relagdo aos modelos usados para
determinar a evolugao temporal de populagées de espécies, o trabalho de Thomas
Malthus é considerado pioneiro. No século XVIII, precisamente em 1798 o clérigo



Thomas Malthus se debrugou sobre o problema de determinar o crescimento de uma
populacéo isolada, considerando unicamente os nascimentos e mortes dos seus
individuos, sem qualquer estrutura etaria. Nesse trabalho, ele prediz que o crescimento
dos individuos tende a ser exponencial, o que levaria a populagédo a fome e escassez
de alimentos ( [30]. Essa predigdo se traduz em uma equacao diferencial exponencial, a
qual estabelece que a taxa de variagao do total de individuos (ou densidade
populacional) é proporcional ao mesmo numero de individuos (ou a densidade). Esse
modelo ainda prevé que a taxa de variacdo do numero de individuos é uma quantidade
estritamente sem memédria, instantanea, dependente unicamente do instante de tempo
no qual ela € medida [31]. O modelo de crescimento exponencial ndo incorpora
quaisquer mecanismos reguladores do ambiente sobre a populagdo, assumindo
recursos ilimitados disponiveis a populagao. Para corrigir tais distor¢gdes, o matematico
Paul Verhulst, no século XIX, introduziu a equacéo de crescimento logistico, a qual
impde um limitante aos recursos, interpretado como uma capacidade de suporte do
ambiente ( [30, 29] A busca dos principios regulatérios do numero de espécies em uma
comunidade bioldgica (biodiversidade) tem ganhando destaque, pelos impactos
negativos provocados pelo avanco da humanidade sobre os ecossistemas. Além do
mais, a manutencgao do equilibrio dos sistemas ecoldgicos depende criticamente da
diversidade e da abundancia de espécies. O estudo da interagédo entre as espécies é
um passo importante para elucidar tais questdes. Nos anos 20 aparecem 0s primeiros
modelos matematicos para descrever espécies interagentes, com os trabalhos de Alfred
J. Lotka e de Vito Volterra, os quais independentemente construiram um modelo
matematico deterministico, baseado em um sistema de equacdes diferenciais. No
modelo predador-presa ou de Lotka-Volterra, como & conhecido, o crescimento
exponencial da populacao de presas é dificultado pela populagéo de predadores. Por
sua vez, o decréscimo da populagédo de predadores € inibido pela ingestdo de presas.
Como solucdes do sistema de Lotka-Volterra, as densidades populacionais oscilam
periodicamente, indicando um sistema ecolégico em um permanente estado de néo
equilibrio. Os modelos anteriores lidam apenas com a variagao temporal das
populagdes, ignorando qualquer distribuicdo espacial de individuos. Todavia, para uma
descricdo mais realista desses sistemas ecoldgicos é necessario introduzir alguma
estrutura espacial nos modelos, considerando, por exemplo, uma variagdo do numero
de individuos em uma populagao devido a processos migratérios. Sao muitos os
modelos e abordagens utilizados para descrever processos de dispersdao em Ecologia.
Dentre as abordagens citamos as que consideram explicita e implicitamente o espaco,
as que tratam o movimento de individuos estocasticamente e outras que lidam com
probabilidades de ocupagéo de um dado habitat. Exemplos de modelos incluem o
modelo de McArthur e Wilson para a biogeografia de ilhas, o modelo de
metapopulagdes de Levins, modelos para descrever forrageio e dispersdo de sementes
e esporos [32, 29]. Uma classe importante de modelos de dispersdo incorpora, as
equacdes da dinamica de populagdes, mecanismos de difusao e por isso séo
conhecidos como modelos de reagao-difusao. Esses modelos tém sido usados para
descrever o efeito de ambientes complexos sobre a persisténcia de espécies isoladas e
em comunidades, para estudar invasdes ecoldgicas, dentre outros fendmenos [32]. Nos
ultimos anos, diversos autores vém propondo modificagbes para as equagdes
diferenciais dos modelos em Dinédmica de Popula¢gdes sob as mais diversas
configuragoes, seja para estudar o crescimento populacional de espécies isoladas, ou
em interagcdo. Essas modificagdes, na maior parte dos casos, consistem da substituicao
das derivadas temporais (ou operadores diferenciais) por derivadas de ordem néao
inteira. As modificagdes podem sugerir que a evolugado temporal das densidades
populacionais € ndo markoviana, ou seja na qual as taxas de variagdo de tais
densidades dependem de processos no passado daquele sistema. Como exemplos de
modelos fracionarios em dindmica de populagdes, temos o modelo de crescimento
malthusiano [33], propostas para um modelo logistico fracionario [34] e para sistemas
predador-presa [35]. Operadores fracionarios também foram usados para modelar o
movimento de populagdes via equagdes de reacado-difusdo, na qual a difusao é
considerada andmala devido a complexidade relacionada a geometria ou as
caracteristicas fisicas do habitat [36, 37]. Deste modo, tais modelos guardam muitas



similaridades com os que descrevem o transporte de substancias quimicas em
ambientes complexos, como no modelo de atividades epileptiformes com difusao
anbmala no espaco extracelular. Esse novo formalismo, incorporado aos modelos
tradicionalmente utilizados em Dinédmica de Populagdes pode levar ao desenvolvimento
de estratégias para resolugdo de problemas importantes em Ecologia, como o0 manejo
integrado de pragas e o melhor entendimento dos habitos de dispersao de diversas
espécies animais, com beneficios para as estratégias de preservagao da
biodiversidade.

Justificativa

O uso de operadores fracionarios em fendbmenos bioldgicos é relativamente recente e
pouco explorado. Nos ultimos 20 anos essas técnicas vém sendo empregadas com
sucesso para descrever, por exemplo, materiais viscoelasticos, transporte em meios
porosos, processos em engenharia de sistemas, em analise de circuitos elétricos,
processos em Engenharia Biomédica [2, 23]. Deste modo, este projeto abre
perspectivas para a criagdo de uma linha de pesquisa em Calculo Fracionario Aplicado
na UFSB, oferecendo contribuicdes as areas de Ciéncias e Engenharias. O projeto,
devido a sua natureza fundamentalmente interdisciplinar, proporcionara a formacgao de
recursos humanos com uma visdo integrativa das areas de Matematica, Fisica e
Biologia, que saibam construir, analisar e resolver/implementar numericamente modelos
matematicos designados para investigar fendmenos biolégicos e mesmo fendmenos de
outras areas. Além disso, possuimos experiéncia em modelagem matematica de
processos em Biofisica e Fisica Bioldgica (Dindmica de Populagdes) e atualmente
participamos dos projetos: i) “Uma abordagem interdisciplinar de aspectos ecoldgicos e
comportamentais do camarao de agua doce Macrobrachium olfersii”, financiado pelo
CNPQ. Neste projeto, estamos desenvolvendo modelos matematicos para determinar a
distribuicao espacial da espécie. ii) Aplicagdes do g-calculo em sistemas Bioldgicos:
Modelando transmissao sinaptica. Neste projeto desenvolvemos modelos com a
caracteristica da nao-extensividade para estudar fenbmenos relacionados a
transmissédo sinaptica, principalmente na jungdo neuromuscular.

Objetivo Geral
2.1. Derivadas fracionarias nos processos difusivos do espago extracelular Objetivo
geral: Estudar como a introdugao de equagdes de difusdo andmala fracionaria pode
alterar os padrdes de disparos neuronais em modelos de redes de neurdnios acoplados
pelo espaco extracelular que exibem atividades epileptiformes. 2.2. Derivadas
fracionarias na dindmica de populacdes Objetivo geral: Desenvolver e analisar modelos
de populagdo com mecanismo de dispersao via operadores diferenciais fracionarios.

Objetivos Especificos

2.1. Derivadas fracionarias nos processos difusivos do espacgo extracelular Objetivos
especificos: 2.1.1- Simular os padrdes de disparo de um modelo minimo de uma rede
de neurdnios unidimensional, baseado em condutancias e biologicamente realista, que
gere padrdes de atividade do tipo epileptiforme. Esse modelo minimo deve incorporar
um numero reduzido de mecanismos subcelulares suficiente para gerar bursts de
potenciais de acgao e difusao fickiana, produzindo simula¢gdes de controle. 2.1.2-
Generalizar o modelo minimo introduzindo equacgdes de difusao fracionarias no espaco,
simular padrdes de disparo para teste e analisar as caracteristicas desses padroes.
2.1.3- Generalizar o modelo minimo introduzindo equacgdes de difusao fracionarias no
tempo, simulando padrdes de disparo para teste e analisar as caracteristicas desses



padrbes. 2.2. Derivadas fracionarias na dinamica de populagdes Objetivos especificos
2.2.1- Desenvolver um modelo de espécie unica com dispersao por difusédo
unidimensional na qual a derivada temporal é fracionaria, analisando as solu¢des deste
modelo. 2.2.2 — Modificar o modelo anterior, usando uma derivada temporal de ordem
inteira mas derivadas fracionarias no espacgo, analisando as solugdes deste outro
modelo.

Metodologia

3.1. Derivadas fracionarias nos processos difusivos do espaco extracelular 3.1.1 Modelo
de rede de neurdnios para atividades epileptiformes Selecionamos um modelo de rede
neuronal na regido do CA1 do hipocampo, bastante propensa ao surgimento de AEs
[38]. Este modelo é simular ao descrito em [39]. Procuramos reduzir sua complexidade
destacando os efeitos da introducao de difusdo anémala. Deste modo, o modelo é
unidimensional e cada neurdnio é representado por um unico compartimento somatico
[14, 40], com um numero suficiente de correntes ibnicas para produzir bursts de
potenciais de agédo. Essas correntes sao originadas em canais iénicos de sodio
(transiente e persistente), de potassio (retificadora com atraso, do tipo A e muscarinico),
de vazamento e na bomba de sddio/potassio [14]. Os neurdnios na rede sao acoplados
unicamente pelos fluxos ibnicos no espago extracelular. Esse modelo minimo produz
bursts de potenciais de agdo modulados apenas pelo total de neurdnios na rede e pelas
caracteristicas do espaco extracelular. Os mecanismos subcelulares, representados
pelos canais idbnicos e bomba de sddio e potassio tém seus pardametros mantidos
constantes e portanto nao participam da regulagcédo dos potenciais de ag¢ao. 3.1.2
Difusdo anémala fracionaria Assumimos a hipotese de um regime subdifusivo no
espaco extracelular, utilizando derivadas fracionarias temporais e espaciais nas
equacgdes que fornecem as taxas de variagao temporal das concentragdes ibnicas de
sodio e potassio [25]. Introduzimos a derivada fracionaria temporal, substituindo a
derivada temporal de ordem inteira. Utilizaremos derivadas fracionarias na formulagao
de Grunwald-Letnikov, pelas razdes explicitadas na Introdugao [41]. Para a derivagao
fracionaria no espaco, substituiremos o operador laplaciano unidimensional de ordem
inteira pelo fracionario. A resolugdo numérica usara o método de diferengas finitas nédo
usual (ou ndo classico), descrito em [42]. 3.1.3 Analise dos padrdes de disparo Os
padrbes de disparo serdo analisados com relagao as alteragdes em frequéncia e
amplitude. Também verificaremos mudancgas no perfil de sincronizagédo entre neurénios
da rede [17]. 3.2. Derivadas fracionarias na dindmica de populagbes Usaremos um
modelo baseado na equacéao de reacgao-difusdo unidimensional, na qual o termo de
reagao corresponde a um termo de crescimento exponencial. Neste modelo, a variavel
dependente é a densidade populacional, como descrito em [32, 30]. Substituiremos a
derivada temporal de ordem inteira pela derivada fracionaria temporal, via formulagéo
de Grunwald-Letnikov [41]. Para a derivagao fracionaria no espacgo, substituiremos o
operador laplaciano unidimensional de ordem inteira pelo correspondente fracionario. A
resolugdo numérica usara o meétodo de diferencas finitas ndo usual [42].

Resultados esperados

5.1. Derivadas fracionarias nos processos difusivos do espacgo extracelular O principal
resultado esperado é a modificagado dos padrdes de disparos neuronais. Simulando os
potenciais transmembranicos, ou potenciais de agao dos neurbénios da rede esperamos
observar mudangas nos padrdes de disparo usando uma inspec¢ao qualitativa da forma
e freqUéncia de potenciais transmembranicos. Também esperamos observar alteracoes
nos bursts de disparos em termos da frequéncia intra e interburst e dos indices de
sincronizagao entre os neurdnios da rede. 5.2. Derivadas fracionarias na dinamica de



populagbes Com as solu¢gdes dos modelos de espécies com difusdo esperamos
identificar novos padrdes de dispersao espago-temporal da populagéo, originarios dos
mecanismos de memoria e de correlagao espacial, introduzidos com a derivada
fracionario no tempo e pelo operador fracionario no espago, respectivamente.
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